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Inferéncia Estatistica

Definicdo e Construcao de Testes de Hipoteses



Teste de Hipoteses

v Procedimento que conduz a uma tomada de decisdo, com base na
informacgao fornecida pelos dados recolhidos, sobre a aceitagcao ou a nao
aceitacdo de determinada hipotese estatistica que se coloca sobre uma ou

mais populagdes.

“A Statistical Test is a way to evaluate the evidence the data provides against a hypothesis. This
hypothesis is called the null hypothesis (HO0). HO is usually opposed to a hypothesis called the
alternative hypothesis (H1).

If the data does not provide enough evidence against HO, HO is not rejected. If instead, the data
shows strong evidence against HO, HO is rejected and H1 is considered as true with a quantified (low)
risk of being wrong.

A Statistical Test allows to reject/not to reject HO.”

#12,

al ° 0o,




Hipotese é uma afirmacao

O teste de hipotese é

uma pergunta

O resultado do teste é

uma resposta

Em uma certa populacdo as médias de tempo de
recuperacao dos indiduos que tomam um certo
remédio e daqueles que ndo tomam sao iguais

Sera que em uma certa populacdo as médias de
tempo de recuperagao dos indiduos que tomam
um certo remédio e daqueles que ndo tomam
sdo iguais?

Com base na amostra pode-se dizer que

- Ndo ha indicios de diferencga estatisticamente
significativa no tempo médio de recuperagao
entre os que tomam e 0s que ndao tomam o
remédio, ou

- H4 indicios de diferenca estatisticamente
significativa no tempo médio de recuperacao
entre os que tomam e o0s que ndo tomam o
remédio




Qual o Teste Estatistico a Usar?

Depende de varios factores:

Tipo de efeito que se pretende testar

N° de variaveis envolvidas

Nivel de medicdo das variaveis

Independéncia das observacoes

Outras caracteristicas dos dados (tipo de distribuicao de
frequéncias, igualdade de variancias, etc)
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Testes Parameétricos vs Testes Nao-Parameétricos

Testes Paramétricos:
> Fazem pressupostos sobre a distribui¢cao dos dados:
® Exigem a normalidade em amostras pequenas (n < 30).
® Nas amostras grandes (n = 30) como a distribui¢do da variavel média amostral é assintoticamente
normal pelo Teorema do Limite central (TLC) podem ser aplicados os Testes Paramétricos.
Dados continuos.

Testes Ndo-Paramétricos:
> Nio fazem pressupostos sobre a distribuicao dos dados:
® Sdo usados quando a(s) variavel(is) ndo tem(tém) distribuicdo normal ou quando, apesar da(s)
amostra(s) ser(em) grande(s), se opta por conclusdes mais conservadoras.
Dados nominais, ordinais, discretos ou continuos.
Em geral, envolvem calculos mais simples.
Pouco influenciados por valores extremos.
A desvantagem destes testes é que ndo sdo tdo potentes quanto os Testes Paramétricos, ou seja,
podem levar a uma maior probabilidade do erro tipo Il (definido num slide mais a frente).



|

Paramétrico Nao Paramétrico

Ndo conhego a
= distribuicdo da variavel
na populagao

g N
Distribuicao da variavel
na populagao
conhecida (ex: Normal)

C 3
Estudos anteriores com

amostras grandes — Amostras pequenas
revelam normalidade L
N =7
N Y N
Amostras grandes | Comparo medianas
n=30 e/ou distribuicdes
- \ A
5 ~\ f
Comparo.r“neqlas e/ou = Utiliza postos (ranks)
variancias
. 4 \ 4
—{ Mais poderoso (*) - Menos poderoso (*)

*) Poder: Habilidade do teste de detectar um efeito dado que ele realmente exista



Testes de Hipoteses em Estudo...

Testes _<
Paramétricos

Testes Nao
Paramétricos

"
{ “. Teste de Independéncia do Qui-Quadrado I

f‘

« Testes de hipoteses para um valor médio p

. Testes de hipdteses para uma variancia o2

« Testes de hipoteses para uma propor¢ao
populacional p




Condicoes de Aplicabilidade de Testes Paramétricos

Homogenidade de

Normalidade v
variancias




Construcao de um Teste de Hipoteses

Hipoteses e
Nivel de
Significancia

Estatistica Decisao e
de Teste Conclusao

Obijectivos CondigOes de

e Dados Aplicabilidade




Tipo de Hipoteses
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a = P(erro do tipo I) =
= P(Rejeitar H,|H, ¢ verdadeira)

Tipos de Erros vs Nivel de Significancia ..............

B = P(erro do tipo 1T) =

- Tipos de erros { = P(" Aceitar” H,|H, ¢ falsa)

« Errotipo | (1% espécie): rejeitar H, quando H, é verdadeira
« Errotipo Il (2 espécie): ndo rejeitar H, quando H, é falsa

Decisao H, Verdadeira H, Falsa
Ndo rejeitar H, Correto Erro tipo Il
1-a B Poder ou poténcia do teste
Rejeitar H, Erro tipo | Correto / |
- 1‘B Definicdo: Chama-se poténcia do teste a

de significancia(0sa<1
« Probabilidade que o investigador estabelece a priori como
limite para decidir se rejeita H,

« Niveis usuais de significancia: 0,5%, 1% , 5% e 10%

probabilidade de rejeitar a hipotese nula quando a
hipétese alternativa é verdadeira(=1- ).




Decisao: Regiao de Rejeicao vs Valor-p

Regido de rejeicdo (RR) ou Regido critica (RC):
Conjunto para o qual H, é rejeitada
« Teste unilateral a esquerda: RR=]-%0; z_]

Nota: Supondo que a estatistica de
teste tem distribuicdo normal.

|

Regra (considerando os
valores criticos):

« Teste unilateral a direita: RR = [z, ; +o0[ “ *z, <z, = Rejeita-se H,

« Teste bilateral: RR=]-00; -z, , ,]U[z; o »; +°°[

°z,2 2, , = Rejeita-se H,
*|z| 2 2, ,, = Rejeita-se H,

Dimensao do teste

Valor-p ou P-value: Probabilidade sob H,de a
estatistica de teste tomar valores tao ou mais

desfavoraveis a H, do que o seu valor observado
« Teste unilateral a esquerda: valor-p =P(Z < z,)
« Teste unilateral a direita: valor-p = P(Z = z,)

« Teste bilateral: valor-p = P(Z<s -z, ou Z 2 z,) = 2x

Regra: z, € RR = Rejeita-se H,

P(Z 2 |z,)

Regra: Valor-p < a = Rejeita-se H,




O nivel de significancia o € a probabilidade de rejeitar a hipotese nula quando ela é verdadeira

(conhecido come erro do tipo I).[5] Em testes de hipoteses estatisticas, diz-se que ha
significancia estatistica ou que o resultado é estatisticamente significante quando o p-valor
observado & menor que o nivel de significancia o definido para o estudo.”I*] O nivel de
significancia € geralmente determinado pelo pesquisador anfes da coleta dos dades e &
tradicionalmente fixado em 0,05 ou menos, dependendo da area de estudo.Pl718] Em muitas
areas de estudo, resultados com nivel de significancia de 0,05 (probabilidade de erro de 5%) sdo
considerados estatisticamente relevantes. ¥/ 0ll'"]

O p-valor (nivel descritivo ou probabilidade de significancia) € a probabilidade de se obter uma

estatistica de teste igual ou mais extrema que a estatistica observada a partir de uma amostra aleatdéria de uma populagdo quando a
hipdtese nula é verdadeira. Em outras palavras, o p-valor € o menor nivel de significancia para o qual se rejeita a hipétese nula. Por
exemplo, a hipétese nula € rejeitada a 5% quando o p-valor € menor que 5%.[17]

https://pt.wikipedia.org/wiki/
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Testes de Hipoteses parap
(62 Conhecida)

Hipoteses, Estatistica de Teste e Decisao

11



8.4 Da produgio didria de determinado fertilizante tiraram-se seis pequenas porcdes que
se analisaram para calcular a percentagem de nitrogénio. Os resultados foram os se-
guintes:

Ay Ay Ay Fy XT X % =-5Sq9|7
62 57 58 58 6.1 59

Sabe-se, por experiéncia, que o processo de andlise fornece valores com distribuicao
que se pode considerar normal com o = 0.25.

(a) Suportam as observagdes a garantia de que a percentagem esperada de nitroge-
nio, i, € igual a 6% ao nivel de significancia de 10%?

(b) Responda a alinea anterior usando o valor-p.




Exercicio 8.4 (a): Teste de Hipoteses para p
(62 Conhecida)
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Exercicio 8.4 (a): Teste de Hipoteses para p
(62 Conhecida)
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Tipos de Testes de Hipoteses para ps
(o2 Conhecida)

Um teste de hipoteses paramétrico para o parametro u (valor médio ou média
populacional) pode ser:

H RR =] -o0; ‘Zl-a/z]U[Zl.a/z; +oo[ va b
g | U=
Bilateral o:H=Ho
Hy:t 17 Hy
- N Hot L= g _
adireita RR=[z, ,; +oo[
CITETY /
Teste
Unilateral
- aesquerda Mo K=k
Hyi<H,

onde , é o valor numérico especifico considerado em Hye H;

21



Exercicio 8.4 (a): Teste de Hipoteses para p
(62 Conhecida)

Estatistica de Teste:

?CSfo 2 . E5Col\e e v il e Lo Sefg e
28TaTisWNee Le TesHe.

'p.esfxc,s Pm _Esc_o\\—w e v F\./‘C/LG€ —o ch)-?_‘
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Xou Xp, O X-u, ot fexp | o L T
s Ve sivz " fo-n sives Mo s-ﬂ_IEIIM N A% )=
(n-1s* E(0—E)? 4 4 .(—L. x\
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IC para p: Formulario

e POPULACOES NORMAIS

X —p
. ~ N(0,]) ~t(n—1)
Média O_/J— S'/\/;
X _X7 - - Y -X,)- ) @
(X, ) — (4 — 1) ~N(0,l) Z—( 1 2) (.-”1 p‘)mt(v)
%, o 5° L8
Diferenca de médias m. n m n
onde V é o maior inteiro contido em r,
X=Xy = (= 115)
1,1 m
T= m_n ~tm+n-2) | ° 2
\,(m—l)S,'z +(n—1)S}? ( [ J
m+n-2
nS* (n-1S" 2
Variancia = 3 ~x (n=1)
o
S o)
Relagdo de variancias Slrz —~F(m-1Ln-1)
2




Exercicio 8.4 (a): Teste de Hipoteses para p
(62 Conhecida)

Estatistica de Teste:

o PMQJA X.K.ew-r(ap/ L STan—5 <o (o—8T~un L~
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Exercicio 8.4 (a): Teste de Hipoteses para p
(62 Conhecida)

Estatistica de Teste:
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Exercicio 8.4 (a): Teste de Hipoteses para p
(62 Conhecida)

Decisao (pela regiao de rejeicao):

Pesso3 @ (D~ . (Regro e czej.o_v/ca
- r

%:0.0g A& QN‘{D“)
N\ S N\, 2908
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S
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Exercicio 8.4 (a): Teste de Hipoteses para p

(62 Conhecida)

Yess0 Y - DeciSeD Svhe A TaD ou ne:sac‘c:bcﬁnh‘b [

Zy ,=-o.4 Regido de rejeicao RR =]-0; -1,65] U [1,65; +oo[
|2 | e %':Q-DS’[.DI). || |
i I Decisao pela regiao de rejeicao:
LTI T L S = B A R A N&o se rejeita H, para o = 10%, pois
fL"g_’_ 418 (_0-95) R Q: [Q'q;) T %'_é"__ -1,65<-0,41<1,65. N3o existe

evidéncia estatistica para afirmar
que o valor médio é diferente de 6

Moatictn' 2572 boaTe e alde c2 Spie ?
[: O para o = 10%.

a@umcﬂo Resposie )

e‘“‘\TQ’ Com~—>o -1 €5 ¢ Zy, < Léf} 3:’6l—\~f§‘cg G- PN
10% = S5/ S L euiclinces gsTaTisNces pons €jeda b

- a) Sim (-1.645 < -0.408 < 1.645) b) Valor-p =0.6818 > 0.1
[ Pesso Y = Qecj\' e C\-Lnye.f (e + €4 —1 P
¢




Exercicio 8.4 (a): Teste de Hipoteses para p

(62 Conhecida)
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Exercicio 8.4 (a): Teste de Hipoteses para p
(62 Conhecida)
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Exercicio 8.4 (a): Teste t para o Valor Medio
(62 Conhecida)

Nota: A varidvel média amostral tem

Ly, i ; | distribuicao normal, logo este teste de
Hipoteses L _'_I'_e_s_t_e_l?l_l_a:c_e_r?} L. hipéteses é valido.
Hop: it =6versusH;: u#6
Dados:
X — u N=6
Estatistica de Teste ~ N(0,1) Média amostral = 5,917
alyn 62=0,25
.. Ho=6
Valor Observad® da Estatistica de Teste (VOE)
a=0,10
z,=-0,41 Zy 4272095 = 1,645

Regra: z, € RR = Rejeita-se H,

\ Decisdo

Pela regido de rejeicdo: z, = -0,41 ndo pertence a regido de rejei¢do RR =]-o0; -1,645] U [1,645; +o|

/' Pelo valor-p: Valor-p =0,6818 > 0,10 (ver slide a seguir)

Regra: Valor-p<a = Rejeita-se H, | N3o se rejeita-se H, para o = 10%. N&o existe evidéncia estatistica para afirmar que a

percentagem esperada de nitrogénio é diferente de 6% para o. = 10%.



?

A\
RR =]-e0; - Zl-a/z] U(Zl-a/z ;)°°[

Calculo do Quantil da Distribui¢cao Normal de
Probabilidade 1-«

TABELA 5 — DISTRIBUICAO NORMAL: ®7'(z)

Nivel de significancia (a=0,1)

Nivel de confianca (1-a=0,90)

Areatotal éigualal

s q/2=005 >

Z445=1,645

g 0005 0010 0050 0100 L0200 20250 0500 1000 22000 3000 4000
Ig 3.290 3.090 2.576 2.326 2.054 1.960 1.645 1.282 842 524 253
25/2 3481 3.290 2.807 2.576 2326 2241 645 128

z,P(Z>z,)=¢;

20 P Z]>z,,)=¢.




Teste bilateral: valor-p=P(Z<-z,0uZ=>z,) =P(Z<-z,) + P(Z=2z,) =2xP(Z = |z

Exercicio 8.4 (b): Valor-p quando a Estatistica de

Teste tem Distribuicao Normal Padrao

Decisao (pelo p-value): P(Z<0,41) = 0,6591

A é a area assinalada a azul

Areatotal éigual a1

Decisao pelo valor-p:
Valor-p=0,6818> 0,10

Nao se rejeita H, para o = 10%.
Nao existe evidéncia
estatistica para afirmar que o
valor médio é diferente de 6
para o = 5%.

a) Sim (-1.645 < -0.408 < 1.645)

P(Z<-0,41)=1-P(Z<0,41) = P(Z>0,41) = 0,3409
é a area assinalada a verde

b) Valor-p=0.6818 > 0.1



. Para cada uma das proposicdes seguintes refira se se trata ou ndo de uma hipétese

estatistica:
a) u=3;
b) x=4;
c) P(X<25)=04;
d) 2<0<3;

e) X <3.




Exercicio 1

Considere-se uma populacdo com func¢do de distribuicao
F. Uma hipodtese estatistica € uma conjetura sobre
aspetos desconhecidos de F.

Para cada uma das proposi¢des seguintes refira se se trata ou ndo de uma hipétese
estatistica:

a) u=3; Sam

b) x=4; Nas

c) P(X<25)=04; Sim

d 2<0<3; Sim

e) X <3. MNas

e M2 T ndo faimibes dt F(xlp, )

¢ P(x<2.5) = F,(25)




14.

Um comerciante recebe ovos de um determinado avidrio, onde os ovos sdo classifi-
cados, consoante o peso, em duas classes, A e B. O peso dos ovos da classe A tem
distribuicdo normal de média 50 gramas e desvio padrdo 6 gramas, enquanto o peso
dos ovos da classe B tem distribuicio normal de média 55 gramas e desvio padrdo
idéntico ao da classe A. O comerciante acaba de receber uma remessa de ovos com

garantia de serem da classe B e tem um prazo de 2 dias para reclamar, caso conside-

re

a)

b)

ter havido engano da parte do avidrio. Considere H,:u =55 contra H,: ;£ =50.
Tal como o teste foi definido, pode afirmar-se que o avidrio tem o beneficio da
divida?
Para tomar uma decisdo, o comerciante analisou uma amostra de uma didzia de
ovos cujo peso total foi de 630 gramas. Qual a atitude que o comerciante deve
tomar? (utilize a dimensdo de 0.05 como referéncia, e de 0.10 para comparacio).
Determine a probabilidade do erro de 2.7 espécie. Qual o seu significado?

d) Se pretender que a probabilidade do erro de 2. espécie seja idéntica a do de 1.°

espécie (0.05), qual deve ser a dimensdo da amostra a considerar?

Nota: Nesta questdo, pretende-se
determinar o p-value.




Exercicio 14 a)

Ex 14

terga-feira, 15 de fevereiro de 2022 00:09

X2 Bere bt i o0 (m@\ownm)“ )\](/‘w, 6"
Ho: M=55 vs Hpt b =50

o ) Sim. De acordo com a hipotese nula, que é aquela em
gue se acredita até prova (recolha de evidéncia
estatistica) em contrario, o peso dos ovos tem uma

meédia de 55 gramas, que é o peso indicado pelo aviario

para os ovos de classe B.




Exercicio 14 h)

k) Aceortic e m = 12 o968
12
S Z; = 630 X = 630 =525
=1 T2

P@!(wﬂ.aggo mevmod ( ronacbia ) !

X =M ~ N,
T/

- 1.645

Entatintea do Tl (Ao H, endadeina )

2 = X-5S¢ ~ N(o1)
6/ 1z

O -
ol




Exercicio 14 h)

Woos ™ ))’%G&, doohy ,Sa5=-1.6‘f§{

/%02” = x_sg = §1.6~55 = -1.44 \A/o,o_f /(B%B ma:9
6/ 11 6/ 72
W)Y 4 W H 0-
Ao basear-se num teste estatistico de dimensdo 0.05, o comerciante deve
confiar na garantia do aviario, e ndo reclamar, uma vez que a evidéncia
estatistica presente na amostra recolhida confere suporte a a hipétese nula,
de acordo com a qual o peso médio dos ovos é condicente com a classe B.

=4 Lobs’ Bobs $Roq =~ 1232 (
B, -191E Woy Aeqd nopeida - H,

Com uma dimens3do de teste de 0.1 a conclusdo seria contraria.




Exercicio 14 c)

C) Lo o(=00§(adjm\m&9dﬂmwﬂua) Tarrmss
-2 =7 P ( mae J\.a%,&/fanH | H, a&a,QAa.)

E.T. A&b Ho mmdad!h—h&

=P@( 1645 | g=50) =

_ SO _ 1,645 50).—:
‘P< vm [ b

< > &5 —f-é‘ff’f—d%l/“:g"):

6 -50
’P( 5 &5- 1445 %L ) _
6/ L
~ 2~ N(o1)

f .

~

|

I

1-F (1241751 = 1- F(1.21) = 1-0895 =}/
T‘L'g 0s Y = 01035




Exercicio 14 ¢)

Esta é a probabilidade de, baseado no teste proposto, se concluir erradamente com
base numa amostra recolhida que os ovos pertencem a classe B, ou seja, a
probabilidade de ndo se rejeitar Ho quando esta é falsa.

o X = 0.1 Boviawea:
€.T. roh Ho merdadina

- = P(@; 1282 | J=50) =

X-55 5 - 1..232] };rw) =
/I

17( 55 - 1382 xd_%]/u:SOJ:

_4 282 %6 -50
> 55-1.28 T )__
6/ V1L

?

o~
3‘.3

’|)

C?.NN(Q‘”
-3 (1.6)~ 1- % (1.6)

=1- 0.9y82 = 0.05484



Exercicio 14 d)

Bob- e Lko 2 & 0 e Kike 1
CL) 7:5{_{_3‘ = KJ.-. 0.0§ ZNM(%H
T sob Ho rvtndockina

X
- R = 0.08 = >@, =50) =
1-RF=0.0 P(@ qp (ﬁﬂﬂm ilico s

X =0.05
Cp( L -t | )‘*’w) :
B 6/ Um

?<7> ss—»r.é‘ffx—dé_;l/‘*‘g")
55—%“50 ) =

=

= P e ¢/




Exercicio 14 d)

=p(2y £ 0w -1615) =
- 5(E@-765) o

_—
—_—

) 0.05- =-—E(g”:\ﬁﬁ—— 1645 ) &) % 0.4S

— (__-5:: m_/fé({j‘) /\T-OS'

) 095 = & e T % //////};@ﬂh
Foos foor = 1. 64T

T m-1445 =164s &
6

a
£ oxax 1645)= 4150841~ 16



16. Seja X uma varidvel aleatoria que representa a quantidade de vinho existente numa
garrafa de 75 centilitros. Admita que X tem distribui¢io normal com desvio padrdo
igual a 2. Para testar H , : £ =75 contra H,: <75 seleccionou-se uma amostra ca-
sual de 10 garrafas, rejeitando-se a hipotese nula se X <74.1, onde x € a quantidade
média de vinho, por garrafa, na amostra observada.

a) Calcule a dimensao deste teste.

b) Determine & fun¢io poténcia, e calcule o seu valor quando

Nota: Nesta questdo, pretende-se
determinar o p-value.




Exercicio 16 a)

X = inko rsumwe. qomada di 5 el (im o)
X ~ N(}A,.’l’") m = 40 %masgcm (awerta corcval)

Wy =X Z < ¢

H,,:/{,( =35 vs  H;t L<RS
a) p- X-M ~ N(o,1)

™/ Iw
# = P( negrotan Ho | H, wedlodsina § =
P(x<341l p=35) =

:?(7"” < M"‘%—)z P(2 <-142) =

U]

v/ ® 2/
T(-1412) = 1- F (1v2)=1- 09322 = 0.0+18

i

Nota: para obter o valor igual as solugBes basta calcular o valor critico de
forma "exata", ou seja, recorrendo a software em vez de tabelas, e
arredondar sé no (ltimo passo.



Exercicio 16 h)

P(myectan Ho | Ho falsa) =

plp) =
=P X<t | m) = P(Z ;;/f‘_;afl/a)"
- ¥ (Z5eF)

24.1— 31 ) 0.15) = 05636
U= FY S p(p)=§(“ﬁ7‘ﬁ-o'_ z(016)
Fu1- 25\
pw=ralf =) Blu) = ( ~F (2.53)=09943
Nota: para obter o valor igual as solugdes basta calcular o valor critico de forma
exata", ou seja, recorrendo a software em vez de tabelas, e arredondar sé no

2/070

ultimo passo.
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8.6 Seja X uma varidvel aleat6ria com distribui¢do normal de valor esperado u e desvio
padrao o. A partir de uma amostra de dimensao 30 dessa variavel obtiveram-se os

. —_—
seguintes resultados:

30 30 .
Y xi=640 ) (x;-X%)*=848
i=1

i=1

Teste ao nivel de significincia de@a hipotese Hp : u = 2.0 contra a hipotese alterna-
tiva Hy : > 2.0.




Exercicio 8.6: Teste de Hipoteses para p
(o2 Desconhecida)

YeSse 04 X o~ o\f‘( M, 6‘2) /L(, cl= 7
B, - /‘J-_- 2.0

B.- Je> 20
. 5/

Slides Professora Claudia Nunes



Tipos de Testes de Hipoteses para ps
(o2 Desconhecida)

Um teste de hipoteses paramétrico para o parametro u (valor médio ou média
populacional) pode ser:

RR= ] -00] ‘tl.a/z] u [tl.a/z; +°°[ V

"~ . H.:u=
Bilateral o = Ho
Hy:t 17 Hy
e . L. Ho: s p
1 direita  °
Hyt >,
Teste
Unilateral
- aesquerda Mo K=k RR=]-e0t,] [
Hyi<H,

onde , é o valor numérico especifico considerado em Hye H;



Exercicio 8.6: Teste de Hipoteses para p
(o2 Desconhecida)

P&SS:- 2 - . {_X&u‘-? = 2 S7T. T-QST{

Estatistica de Teste:

S/
To - —9"' 2_ Mo t
e (a9)

30 30
C.- 2-12-2 - e-417 Y xi=640 Y (x;-0°=848
i=1 i=1

\I 2924,

o

Slides Professora Claudia Nunes



IC para p: Formulario

e POPULACOES NORMAIS

Variancia corrigida
1o i

Diferenca de médias

f1 _/?2 (4 — 1)
1 1

m n

- §2 :——3 (Xi-X)
L1 ~ N(0,1 —~t( -1 i=1
Meédia 0'/\/_ ) S/J_ h )
(X'_XZ)_(M_#Z)mN({),I) Z:(Xl_Xz)_(ﬂl_ﬂz)ir(V)
oi o SE LS
m n m n

onde V ¢ o maior inteiro contido em r,

Relacdo de varidncias

T: "“f(m‘{‘n_z) 2 2 2
(m=1)S{* +(n—1)S}> LN (L O
2 m=1| m n—=1{ n
nS* (n-1S?*
Variancia o2 - o ~x(n=1)
S? o

——~Fm—1n—1)
St o (




Exercicio 8.6: Teste de Hipoteses para p
(o2 Desconhecida)

Decisao (pela regiao de rejeicao):

Regido de rejeicao RR =[1,699; +oo|

Pesso . QR Oerye €D
— /
Mj.gﬂ'ﬁﬂ _4_

Wiz

J \
o= F (oas) =t 649
®24)

—C(:m)

Decisao pela regiao de rejeicao:

Nao se rejeita H, para o = 5%, pois 0,417 < 1,699.
N&o existe evidéncia estatistica para afirmar que
o valor médio é superior a 2 para o. = 5%.

Yesso 4. Decesds T,
NN/ NN

- 641> <« | G"!S‘) 27D W LS

e "\Q‘Jel—l‘m Yo Gre ol S5,

Nio se rejeita H, (0.427 < 1.699) .

Slides Professora Claudia Nunes



T-Student Curiosidade

» Se a variavel tem distribui¢do Normal na populagdo, ou a amostra é suficientemente
grande, mas ndo conhecemos o desvio da populagdo, sé da amostra, entdo ...

¢ ... A média amostral se distribui conforme uma t-Student
e ... Adistribui¢do t-Student depende dos graus de liberdade (n-1), que denotamos por v

045 T

=1
- v=4
— v=8
. =12

— NQO.D

Afuncdo densidade de probabilidade da t-sudent detém caudas mais pesadas que
a distribuicdo normal quando o nimero de graus de liberdade é pequeno e a medida
que esse valor cresce, a distribuicdo t-Student aproxima-se da normal.

5://pt.wikipedia.org/wiki/Distribui%C3%A7%C3%A30_t_de_Student



https://pt.wikipedia.org/wiki/Fun%C3%A7%C3%A3o_densidade
https://pt.wikipedia.org/wiki/Distribui%C3%A7%C3%A3o_normal

Decisao: Regiao de Rejeicao vs Valor-p

Regido de rejeicdo (RR) ou Regido critica (RC):
Conjunto para o qual H, é rejeitada
« Teste unilateral a esquerda: RR=]-0; t_]

» Teste bilateral: RR=]-00; -t, , ,]U[t, , 5; +o°[

Nota: Supondo que a estatistica de
teste tem distribuicdo t-student.

Regra (considerando os
valores criticos):

« Teste unilateral a direita: RR = [t;_; +o0[ 0 °t, <t = Rejeita-se H,

*t,>t; , = Rejeita-se H,
*|to| = t,.,, = Rejeita-se H,

Valor-p ou P-value: Probabilidade sob H,de a
estatistica de teste tomar valores tao ou mais

desfavoraveis a H, do que o seu valor observado
« Teste unilateral a esquerda: valor-p =P(T < t,)
« Teste unilateral a direita: valor-p = P(T > t,)

« Teste bilateral: valor-p =P(T<-t,ou T 2 t,) = 2xP(T = |t,|)

Regra: t, € RR = Rejeita-se H,

Regra: Valor-p < a = Rejeita-se H,




tn,e P(X > tn,e) =& }

,-\?
RRE [t, ,; Jool

Calculo do Quantil da Distribuicao t-student de
Probabilidade 1-a/2 e com n-1g.l."s

& 400 250 100 050 025 010 005 001
n
1 325 1,000 3.078 6314 12.706 31821 63.656 318289
2 289 8l6 1.886 2920 4.303 6.965 9925 22328
3 277 765 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 10214
4 27 741 1.533 2132 2.776 3.747 4.604 7173
5 267 727 1.476 2015 2.571 3.365 4.032 5.894
1] 265 18 1.440 1.943 2447 3.143 3.707 5.208
7 263 1 1.415 1.895 2.365 2,998 3.499 4785
8 262 706 1397 1.860 2306 2.896 3.355 4501
9 261 703 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 4297
10 260 700 1372 1812 2228 2.764 3.169 4.144
11 260 697 1.363 1.796 2.201 2718 3.106 4.025
12 259 695 1.356 1.782 2179 2.681 3.055 3.930
13 259 694 1.350 1771 2.160 2.650 3.012 3852
14 258 692 1.345 1.761 2.145 2.624 2977 3787
15 258 691 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 3.733
16 258 690 1.337 1.746 2,120 2.583 2921 3.686
17 257 689 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.646
18 257 688 1.330 1734 2.101 2552 2878 3610
19 257 (688 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.579
20 257 687 1325 1.725 2086 2528 2.845 3552
21 257 686 1.323 1.721 2.080 2518 2831 3.527
22 256 686 1321 1.717 2074 2508 2819 3.505
23 256 685 1.319 1714 2.069 2.500 2.807 3485
24 256 685 1.318 1711 2.064 2492 2.797 3467
25 256 (684 1.316 1.708 2.060 2485 2787
26 256 684 1315 1.706 2.056 2479
2

Nivel de significancia (a=0,05)
A Nivel de confianca (1-a=0,95)

Areatotal éigualal

>

s q=0.05




Teste unilateral a direita: valor-E = P‘T > t“

Calculo do valor-p quando a Estatistica de Teste tem
Distribuicao t-student com n-1g.l.’s

P(T<0,417)~0,7

Decisao (pelo valor-p): 4 é a area assinalada a azul

|
_\ \ frea total é igual a1

Decisao pelo valor-p: Valor-p=0,4 > 0,05
Nao se rejeita H, para o = 5%. Nao existe
evidéncia estatistica para afirmar que o
valor médio é superior a 2 para o = 5%.

|

|

|

|

|

7 |
, !
T-o,417 5 0417

0,4

P(T<-0,417) = P(T=0,417) ~ 0,4
é a area assinalada a verde
29 0,256




24. Determinado produtor de vinho garante as autoridades de fiscalizacao que o seu vi-
nho tem um teor médio de acidez que ndo ultrapassa 0.5 g/l. Supde-se que o teor de
acidez é uma varidvel aleatéria com distribui¢do normal de parametros desconheci-
dos.

a) Com base numa amostra de dimensdo n, formalize um teste estatistico que per-
mita analisar a veracidade da afirmacédo do produtor.

b) Observada uma amostra de 20 garrafas, obteve-se uma média de 0.7 g/l e um

desvio padrdo corrigido de 0.08. Deverdo as autoridades de fiscalizacdo actuar

sobre o produtor? Justifique a resposta por meio de um teste adequado.




Exercicio 24 a)
X = feon ol awcley do wivke (m 4 /)
X N(p, o)
@) Amartio : (X, .oy Am)

Tertan Hﬂf/'i‘éo.f cowlha I—l15}4>0-5'~¢/.eq.w&vaﬂui?
a Mmi

Ho: =05 wvs Hyr u>o.s
Divvarsio de Jarke : ﬂ(:rP(walH0|Ho wedadpna )
Varisoed Jedoned ( Rpudagzo momal e/ T dorondeicts ) -

X-M o~ A (m-1) Aem-n)
s'/ m



Exercicio 24 a)
Vorwared gufloaf ( Riudagre movmaf e/ T dorcoducils )

__?_‘L v A (m-1) I(m_,,)
s'/ (m~ :

Etataliea- Tt ( reb He )

T=-X- 05w~ f(m-1)
s/ m

VY WM: W-r:ii_ -';t b tm-q)ﬂ(}

.-/L%.u)ta AR Ho AR td”é W .
® ma9 AR a Hﬂ He ,t WT




Exercicio 24 a)

t&) im_q)a( =) f—éo > ’-tm-'r)ar =)
A Vm




Exercicio 24 h)

b)

.7

= 290 a)
- 0.09 Liq, 008 =1729

0.05

" -
« 2

A T T O B R RS LY

,{d” = T — M _ O0.F~-05_ 4114
A [Im 0.08/ho

]to!ue Wy —® W—A’? Ho.

gm%.oa?l/%auﬁauoladﬂa donsom M&SW



Exercicio 24 h)

QMQ_&L%Q oLinatisa

Wg = { X X7 05 s o003 g -

(20

Ji: x 7 0.5‘399§
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Passos Fundamentais para a Construcao de um

Teste de Hipoteses

Nocldo  Gonel A c2oscaN e Io
— I e
Pesso o N Y padiasens. (@

@a\-SSo )

\3 Tbﬁﬂhck_]ll(f’)

Mdicen H, e H, = el o S\‘SH-Jg’co-..g<

O - @m';r\.::inca c Tesico (/(.[f Co- >

Co—~30cl2 © C=S9 )

@ ng;e_—,og @j Hy: 628,

. e> Eo

|

b 846,
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Passos Fundamentais para a Construcao de um
Teste de Hipoteses

?OSSOCL C . - \\_4?_7,\,\,.44,, cl= Aﬂsgo o/ Var—o S

{
plicen o - ff-u[u@é’ / e STaTI SN dZeT-'ST:j
(MSV“H—O_S C/LLT_,{A;:DS qg dﬂf\—&i Vz oS [~len oY

A Co ..\g\‘c.t-ntr:«n.)

©), @, pl 1
Xop Xy Xt S xoxp?
- N(0,1) _ Sivm tin-1) SiTe N(0,1) §_n_l?;l(x, X)
T
@(’n‘—ol}Sz 5 k (0i—ED? a »
a2 Am-p )y £ Ale-m-1
i=1 i

Slides Professora Claudia Nunes



Passos Fundamentais para a Construgao de um
Teste de Hipoteses

?6—5503 Cb,_._____ ®) v-q[rkhe.( Cp-e 5\'?\-‘\4.’(:4':6"(. A 2
o Jf:n.-q Q- (o o /\ﬂ:]-ee;c..a
~—o Co—Mun ¢ N2 cS
(@/© cy@},\f& S < sw. S ;
Qe (\o_:) _Q{C-'D)_USO—JO ¢ degnibuced cle Ue HC’L"
4 ’

(B) - Zome S LRICD ST
7z
> 2o e M:J,ecca UNJQ"T""“Q; € 15?""40&-
/

n N cnodec
- 2.'._,_.5 Le (\{‘&'5‘0 U\“?O]@\C@ c C,Q T
Vs

&= Clnee e TO~e @F) (\QJ-Q:',CQ

N

GG

Slides Professora Claudia Nunes



Passos Fundamentais para a Construgao de um
Teste de Hipoteses

|?¢S‘So‘1 UQ,L*‘@M Se © veldon obseniecds cle

25T iShee c9e  TeSTe 25T 2o S L~ ru:j:n“
dlé M'JJE:'C«.—D,

Slides Professora Claudia Nunes



Construcao de um Teste de Hipoteses: Exemplo 1
(D > (K27

- gesse ©

@cSSo L

Estatistica de Teste:

ﬁ)osso 2

l\n.. Lr : X= S7/5 /

v. Mol z =
e
€S9T.7252 7 7< s (\_)U\/‘/ol)
0

G/(T,ﬁ

veldon oS, 25T TeSSe: Zo =

-—
p—

v&pon pbs £STaT ST Ce 22 TeSe L o VS 2

C‘ﬂ SHnibu D :]

pn (S50 v Teo—

Slides Professora Claudia Nunes



Construcao de um Teste de Hipoteses: Exemplo 1

Decisao (pela regiao de rejeicao):

V. ﬁiw( o o)
el 09s 0.0LS
R \\\\\\\ iy
9 =G o)z ? I AR AL Z Decisdo:

Nao se rejeita HO para
. = 5%, pois |1]| < 1,96.
Pesse > sz e Nao existe evidéncia
0 - ’ .
_ ) AecrS— | estatistica para
(oo [ZO 2196 ie, E5 __(P’z" ‘“;’; ~ Cilw_ afirmar que o valor
e (&)aiCd | QIO (9/ A= §% médio é diferente de 5

Sen (g2 jedd< - para a = 5%.

Slides Professora Claudia Nunes



Construgao de um Teste de Hipoteses: Exemplos 2 e 3

K \

. (o, os-) =-4.65

3]

fc)r—--.:; ZO = i ~ - ‘L éS‘ L e H‘D C‘Q'a"'a“‘“c_

gf/\ MJﬂtchﬂ«. } 0(_. s/b
P/ ¥ e S Vo

O. c:_S—
‘ P
L
g)‘(o ‘:!S')- .63
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Testes de Hipoteses para s, - 1,
(Variancias Conhecidas)

Hipoteses, Estatistica de Teste e Decisao
(Amostras Independentes)

n



Teste para a Diferenca de Valores Médios
(2 Amostras Independentes)

O teste para 2 amostras independentes também é conhecido como
teste t nao-emparelhado

» Permite a comparacao de dois valores médios usando amostras
representativas de duas populacdes independentes.

Os individuos sdo escolhidos aleatoriamente da populacao.
As duas amostras sao independentes.

Deve-se saber se as variancias sao aproximadamente iguais
(homocedasticidade) ou nao (heterocedasticidade).

Suposicao deste teste é: A varidvel de interesse deve ter distribuicdo

Normal em cada uma das populagdes (das quais as amostras foram
recolhidas).

¢ vV VVY

9, °



Variancia corrigida

IC para p;-py: Formulario ~ .

e POPULACOES NORMAIS

~ N(0,1) ~t(n-1)

Média J/‘/— S/J_
(X X) (4, — (01) (X1_f2)_(a”1_,uz)i

2 2
o o} S S
! \/ariancias Conhecidas =422
n m n

onde V é o maior inteiro contido em 7,

«v)

Diferenca de médias

f1_/?2 — (4 — H,) FERNWE: 2
. , , s s
Variancias Desconhecidas e lguais 1 1 m
T = m_n ~tm+n-2) | T2y 2
r2 '2 SI 1 SZ
(m-1)S;" +(n-1)S; — +
mtn—2 m—1| m n=1\ n
Varianei nS* _(n-1S" ~ 2im=1) Variancias Desconhecidas e Diferentes
arlancia 2 2
a a
S? o
Relagdo de variancias _S.z _”F(’”_l n-1)
2




IC para p,-p,: Formulario

¢ GRANDES AMOSTRAS
Caso geral

X—p X-p
. ~ N(0,1
Média oTin D S

(X - X) — (s — o) (X, = X5) — (1 — o) @
Diferenca de médias —= =2~ N(0,]) — ] ﬂz)"‘N(O’l)

— : o; 0, N e :
Variancias Conhecidas ; + P’y o + iy Variancias Desconhecidas

N




Estatisticas de Teste t para a Diferenca de Valores Médios
(2 Amostras Independentes)

Variancias iguais e desconhecidas:

B (n1 1)s1 4'/(”2—1)32|
X, = X,) = (M, -

(n,+n,-2)

2,1 1 -

Sy (—+ —) s deswo padrao conjunto
n, Ny

Variancias diferentes e desconhecidas:

| T e e




Nos primeiros 6 meses de vida dois grupos aleatérios de criangas seguiram esquemas de alimentagdo
diferentes: o grupo 1 seguiu 0 esquema A e o grupo 2 seguiu o esquema B. No quadro seguinte apresentam-
se os ganhos em peso, em kg, dessas criancgas.

Grupo 1 2,7 3,2 3,6 4,1 2,7 3,2 4,5 3,6 2,7
Grupo 2 4,1 45 3,6 2,7 3,6 3,2 4,1

Sabe-se que as criancas dos dois grupos tinham, ao nascer, aproximadamente pesos iguais.
Admita que as distribuicbes dos pesos seguem a distribuicdo Normal com varidncias 0,36 e 0,32,
respectivamente.
a) Ao nivel de significancia de 1%, podera afirmar que o ganho médio em peso das criancas alimentadas
segundo o esquema A é:
i. lgual ao das criangas alimentadas segundo o esquema B?
ii. Superior ao das criangas alimentadas segundo o esquema B?
iii. Inferior ao das criangas alimentadas segundo o esquema B?
b) A partir de que nivel de significancia rejeita cada uma das hipdteses anteriores?

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Teste de Hipoteses para p, - p,
(Variancias Conhecidas)

Sejam:
» X, av.a. que representa o ganho em peso, em kg, das crianc¢as alimentadas segundo o esquema A,
» X, av.a.que representa o ganho em peso, em kg, das criangas alimentadas segundo o esquema B,
comX; ~ N(uy =?; 0, =0,36) e X5 ~ N(uz = ?; 0, =0,32).

n, =9, x; = 3,3367;
n, = 7, Ez = 3,6857.

a = 1%.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio (a) (i): Teste de Hipoteses para p, - p, (Variancias
Conhecidas)

) = u?

e 2 . Ho:py = pp vs Hy: g #
Hipoteses: © Hy: iy — Uy = 0vs Hy: g — 4 # 0 (teste bilateral).

Estatistica de teste:

_ (El _Yz) = (u1 — H2)o0

7= ~ N(0; 1).
Estatistica de Teste: of o3
n, N
(33667 — 3,6857) — 0
Zops = = —1,0896.
036, 0,32
5 t77

Decisao (pela regiao de rejeicao):

Pela tabela Zl—E = 20’995 = 2,576.
Logo, R.A.:]-2,576; 2,576[ e R.R.:]—o0; —2,576] U [2,576; +oo|.
Como z,,s € R.A. ndo rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significancia de 1%, ndo existe evidéncia

estatistica de que o ganho médio em peso das criangas alimentadas segundo o esquema A seja
diferente do das criangas alimentadas segundo o esquema B.
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Exercicio (a) (ii): Teste de Hipoteses para p, - p,
(Variancias Conhecidas)

i) p1 > up?

Hipoteses: REHSEICALRUNCESE:
& Hy: iy — p < 0 vs.Hy: iy — pp > 0 (teste unilateral direito).

Estatistica de teste:

. Xy —X5) — (g — i)
Estatistica de Teste: P i)l Y ~N(0; 1).

of L 9%
n Ny

Decisao (pela regiao de rejeicao):

Como a estatistica de teste é a mesma da alinea anterior, z,,; = —1,0896.
Pela tabela z;_4 = zg g9 = 2,326.L0go, R. A.: |—o0; 2,326[ e R.R.:[2,326; +ol.

Como z,ps € R.A. ndo rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significancia de 1%, ndo existe evidéncia
estatistica de que o ganho médio em peso das criangas alimentadas segundo o esquema A seja superior
ao das criangas alimentadas segundo o esquema B.
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Exercicio (a) (iii): Teste de Hipoteses para p, - p,
(Variancias Conhecidas)

i) pg < pp?

HipéteseS: HU: ﬂl 2 .qu vs Hl: ﬂl < ‘uz

© Hy: py — pp 2 0vs Hy: g — pp < 0 (teste unilateral esquerdo).

X, -%,) - (ug —
Estatistica de teste: Z = (_1 2) U4 ~ #2)o ~N(0;1). I

isti ot , of
Estatistica de Teste: R
1 2

Decisao (pela regiao de rejeicao):
Como a estatistica de teste é a mesma da alinea anterior, z,,; = —1,0896.

Pelatabela z;_, = zy 99 = 2,326.L0go, R.A.:]—2,326;+[ e R.R.:]—o0; —2,326].

Como z,,s € R. A. ndo rejeitar H,. Portanto, ao nivel de significancia de 1%, ndo existe evidéncia
estatistica de que o ganho médio em peso das criangas alimentadas segundo o esquema A seja inferior
ao das criangas alimentadas segundo o esquema B.
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Exercicio (b) (i) e (ii): Teste de Hipdteses para
I, - P, (Variancias Conhecidas)

b) valor p = P(Rejeitar Hy|H, é verdadeira) = P(Z,ps € R.R. | = pg).
i) valorp =2XP(Z = |zyps|) =2 %X P(Z >1,0896) = 2 X (1 - d>(1,0896))

Decisao (pela valor-p): =2x(1-0,8621) = 0,2758.

A hipdtese Hy: u; = U, é rejeitada para niveis de significancia superiores ou iguais a 27,58%, logo ndao
é rejeitada para qualquer nivel de significancia usual em investiga¢ao: ndo existe evidéncia estatistica
de que o ganho médio de peso das criangas alimentadas segundo o esquema A seja diferente do das
criangas alimentadas segundo o esquema B.

ii) valorp = P(Z > z,,5) = P(Z > —1,0896) = 1 — ®(—1,0896)

Decisdo (pela valor-p): =1-(1-®(1,0896)) = ®(1,0896) = 0,8621.

Alternativa, com base no valor p bilateral calculado na alinea i): substituindo em H; u; e u, porx; e
X,, respectivamente, x; — x, = 3,3367 — 3,6857 > (0 da uma proposicao falsa. Logo,

0,2758
2

valor pyni =1 — = 0,8621.

A hipétese Hy: u, < u, é rejeitada para niveis de significancia superiores ou iguais a 86,21%. Assim,
ndo existe evidéncia estatistica de que o ganho médio de peso das criangas alimentadas segundo o
esquema A seja superior ao das criangas alimentadas segundo o esquema B.
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Exercicio (b) (iii): Teste de Hipoteses para p, - j,
(Variancias Conhecidas)

Decisao (pela valor-p):

i) valor p = P(Z < z,ps) = P(Z < —1,0896) = (—1,0896) = 1 — ¢(1,0896)
=1-0,8621 =0,1379.

Alternativa, com base no valor p bilateral calculado na alinea i): substituindo em H; y; e u, porx; e
X,, respectivamente, x; — x, = 3,3367 — 3,6857 > 0 da uma proposi¢do verdadeira. Logo,

0,2758

valor p,i = =0,1379.

Ahipdtese Hy: 1y = u, érejeitada para niveis de significancia superiores ou iguais a 13,79%: ndo existe
evidéncia estatistica de que o ganho médio de peso das criancas alimentadas segundo o esquema A
seja inferior ao das criangas alimentadas segundo o esquema B.
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31. Uma reparticdo de Financas tem dois funciondrios a receber declaracoes de IRS.
Admita que o tempo que cada funciondrio leva a atender uma pessoa tem dis-
tribuicdo normal, com desvios padrdes iguais a 2 minutos. O Sr. Antunes, ao chegar
para entregar a sua declaracdo, nota que a fila junto ao balcdo A tem 20 pessoas,
enquanto a fila junto ao balcdo B tem 15 pessoas, e opta, naturalmente, por esta. Ao
comecar a ser atendido (um hora e quinze minutos depois) repara que a vigésima
pessoa da fila ao lado tinha justamente acabado de ser atendida. Pode afirmar-se que
o tempo médio gasto pelos dois funciondrios a atender uma pessoa ¢ idéntico?
(Considere as dimensdes 0.05 e 0.1).




Exercicio 31

X: = /b A nmrvu?ba) e ciovar® £ climoa
awew(tmdm AN qM,i\gMoa (£:= A 5 B).

l —
Ka o ’U(/'AA;-?') Mma =20  ZpmIE -
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Exercicio 31
eEptatirtica - Ik :

- Xa = X ~ N(o,1)




Exercicio 31
Polss "'21’(27}%4,,}) = 2’!’(8? 1.93 ):

= 2 ( 1- 3@(1.93)) = a(17- 00664 ) =

= 0.06% 2

G omclupis




Testes de Hipoteses para g, - p,
(Variancias Desconhecidas e lguais)

Hipoteses, Estatistica de Teste e Decisao
(Amostras Independentes)

81



Um determinado método de andlise permite determinar o conteido de enxofre no petréleo bruto. Os
ensaios efectuados em 10 e 8 amostras aleatorias de 1 kg de petréleo bruto, provenientes de furos
pertencentes respectivamente aos campos A e B, revelaram os seguintes resultados (em gramas):

Campo A: 111 114 105 112 107 109 112 110 110 106
Campo B: 109 103 101 105 106 108 110 104

a) Ao nivel de significancia de 10%, poderd afirmar que, em média, quantidade de enxofre por
quilograma de petréleo do campo A é:
i. lgual a docampo B?
ii. Superior a do campo B?
iii. Inferior a do campo B?
b) Calcule o valor p associado a cada um dos testes anteriores.
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Exercicio (a) (i): Teste de Hipoteses para p, - j,
(Variancias Desconhecidas e lguais)

Sejam:
= X, av.a.que representa a quantidade de enxofre por quilograma de petrdleo do campo A,
= X, av.a. que representa a quantidade de enxofre por quilograma de petréleo do campo B.
Nada é referido sobre a distribuicdo de X; e X,.

n, = 10, x; =109,6 e s, =2875,
n, =8, x, = 10575 e s, = 3,105.

a) a =10%.

Ho:ply = pp vS Hyt ply # Uy
© Hy: g — pp = 0 vs Hy: iy — pp # 0 (teste bilateral).

Para saber decidir qual a estatistica de teste a utilizar, é preciso validar os pressupostos subjacentes:
* Normalidade:
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Exercicio (a) (i): Teste de Hipoteses para p, - j,
(Variancias Desconhecidas e lguais)

* lgualdade das variancias:

O 1. C.a90% para :—; é dado por:

St 1 ¥
— g ol
522 Fn a 5'22 n,-1n;-1;1->

—1;n2—1;1—E

Ver Tabela no Slide a seguir

Substituindo os valores, sendo Fy. 7,095 = 3,68 € F7. 9.9 95*= 3,29, obtém-se:

2875 1 2875’
31052 " 3,68 3,1057

X 3,29[ =10,2332;2,8230].

Como 1 pertence ao intervalo obtido, ao nivel de significancia de 10% ndo ha evidéncias de que
o seja diferente de o2. Portanto, pode-se considerar que g = oZ2.
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Calculo do Quantil da Distribui¢ao F-Snedecor de Probabilidade
1-a/2ecomnlen2gl’s

F,,, P(X>F,

JLE

)=¢

o

F5.7.005 = 3,68 € F;.9.095 = 3,29

' m- gral de liberdade do numerador
6 7 8 9 10 12

3 1 2 3 4 5 15 20 24 30 40 /ﬁ 120 ©

100 39.86 49.50 53.59 55.83 57.24 58.20 5891 59.44 59.86 60.19 60.71 61.22 61.74 62.00 62.26 62.79 63.06 63.33

050 16145 19950 21571 22458 230.16 23399 23677 23888 24054 24188 24390 24595 24802 24905 250.10 25220 25325 25432

025 | 647.79 79948  B64.15  899.60 921.83  937.11 94820 956.64 96328 96863 97672 98487 993.08 997.27 1001.40 1009.79 1014.04 1018.26

010 [ 405218 499934 540353 562426 576396 585895 592833 598095 602240 605593 610668 615697 6208.66 623427 626035 631297 633951 636559

100 8.53 9.00 9.16 9.24 929 933 935 937 938 9.39 9.41 942 9.44 9.45 9.47 9.47 9.48 9.49

050 18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 1933 1935 19.37 19.38 19.40 19.41 19.43 19.45 19.45 E 19.47 19.48 19.49 19.50

025 3851 39.00 39.17 3925 3930 3933 39.36 39.37 39.39 3940 3941 3943 39.45 39.46 3947 3948 39.49 39.50

010 98.50 99.00 99.16 99.25 99.30 99.33 99.36 99.38 99.39 99.40 99.42 99.43 99.45 99. 99.47 99.48 99.48 99.49 99.50

100 5.54 5.46 539 534 531 528 527 525 524 523 522 520 518 518 517 516 515 514 513

050 10.13 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.89 8.85 8.81 8.79 B.74 870 8.64 8.62 8.59 857 8.55 8.53

025 17.44 16.04 15.44 15.10 14.88 1473 14.62 14.54 14.47 1442 1434 1425 14.12 14.08 14.04 13.99 1395 13.90

= 010 34.12 30.82 2946 28.71 28.24 27.91 27.67 27.49 27.34 2723 27.05 26.87 26.60 26.50 26.41 26.32 26.22 26.13

§ 100 4.54 432 4.19 4.11 4.05 4.01 398 395 394 392 390 387 384 383 382 3.80 379 378 376

E 050 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00 596 591 5 580 577 575 572 5.69 5.66 5.63

s 025 1222 10.65 9.98 9.60 9.36 9.20 9.07 898 890 8.84 875 66 8.56 8.51 8.46 841 8.36 8.31 8.26

_§ 010 21.20 18.00 16.69 15.98 15.52 1521 1498 14.80 14.66 1455 1437 1420 14.02 13.93 13.84 13.75 13.65 13.56 13.46

5 100 4.06 3.78 3.62 3.52 345 3.40 337 334 332 330 324 32 3.19 317 316 314 312 3.11

2 050 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.88 4.82 4.77 4.74 X 4.62 4.56 4.53 4.50 4.46 4.43 4.40 4.37

'§ 025 10.01 8.43 1.76 7.39 715 6.98 6.85 6.76 6.68 6.62 6.52 6.43 6.33 6.28 6.23 6.18 6.12 6.07 6.02

2 010 16.26 13.27 12.06 11.39 10.97 10.67 10.46 10.29 10.16 10 9.89 9.72 9.55 9.47 9.38 9.29 9.20 9.11 9.02

= 100 3.78 3.46 329 318 311 3.05 3.01 298 296 /5,94 290 287 284 282 280 278 276 274 272

] 050 599 5.14 4.76 4.53 439 4.28 421 4.15 4.10 4.06 4.00 394 387 3.84 381 37 374 370 367

?a 025 8.81 7.26 6.60 6.23 5.99 582 570 5.60 552 546 537 527 517 512 5.07 5.01 4.96 4.90 4.85

| 010 13.75 10.92 9.78 9.15 8.75 8.47 826 8.10 798 7.87 772 756 7.40 7.31 723 7.14 7.06 6.97 6.88
=

100 3.59 3.26 3.07 296 288 283 278 275 2.70 267 263 259 258 2.56 254 251 249 247

050 5.59 4.74 4.35 4.12 397 387 379 373 3.64 357 351 344 341 338 334 330 327 323

025 8.07 6.54 5.89 5.52 529 512 499 490 476 467 457 447 441 436 431 425 420 4.14

010 12.25 9.55 8.45 7.85 7.46 7.19 6.99 6.84 6.72 6.62 6.47 631 6.16 6.07 599 591 582 574 5.65

100 346 311 292 2381 273 2.67 262 259 2.56 254 250 246 242 2.40 238 2.36 234 232 229

050 532 4.46 4.07 384 3.69 3.58 3.50 344 339 335 328 322 315 312 3.08 3.04 3.01 297 293

025 7.57 6.06 542 5.05 482 4.65 453 443 436 430 420 4.10 4.00 395 389 384 378 373 3.67

11.26 7.59 7.01 6.63 6.37 6.18 6.03 552 503 495 4.86

. 336 281 2.69 261 2.55 247 234 . 221 218 2.16

050 512 4.26 3.86 363 348 337 323 318 314 3.07 3.01 294 2.90 2.86 283 279 275 271

7.21 571 5.08 4.72 448 432 4.10 4.03 396 387 377 367 3.61 3.56 3.51 345 339 333

10.56 6.99 6.42 6.06 5.80 547 496 4.48 4.40 431




Exercicio (a) (i): Teste de Hipoteses para p, - p, (Variancias
Desconhecidas e Iguais)

Deste modo, a estatistica de teste a usar é:

@1 _Yz) — (U1 — p2)o

’ e T = ~ tn1+n2'2=10+8_2=16.
Estatistica de Teste: J(nl —DSF+ (= DS} [T, 1
ny n,

ng+n, —2

(109,6 — 105,75) — 0

t =
obs J(m —1)2,875 + (8— 1)3,105 J 1.1
T0+8-2 0+8

= 2,7255.

Decisao (pela regiao de rejeicao):

Pela tabela tn1+n2—2- 1— a = t16;0.95 = 1,746
! z
Logo, R. A.:]—1,746; 1,746[ e R.R.:]—o0; —1,746] U [1,746; +ool.

Como t,ps € R.R. rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significancia de 10%, existe evidéncia estatistica
de que, em média, a quantidade de enxofre por quilograma de petréleo do campo A é diferente da do
campo B.
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Exercicio (a) (ii): Teste de Hipoteses para p, - p,
(Variancias Desconhecidas e lguais)

WY XAl Hipoteses:

Ho:py < pp vs Hytpg > iy
© Hy: pq — pp < 0ws Hy: pqg — pp > 0 (teste unilateral direito).

Estatistica de teste:

X, —X;) — (1 — 1)
\j (_1 2) 1 270 ~ tn1+n2—2=10+3—2=16'

(ny — 1)S + (np — 1)S7 1 + 1
nl + nz - 2 nl nz

Como a estatistica de teste é a mesma da alinea anterior, t,5s = 2,7255.

T =

Estatistica de Teste:

Pela tabela tﬂ1+ﬂz—2; 1—a — t16;0,90 = 1,337.
Logo, R.A.:]—oo; 1,337[e R.R.:[1,337; 4 o0|.

Decisao (pela regiao de rejeicao):

Como t,,s € R.R. rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significancia de 10%, existe evidéncia estatistica
de que, em média, a quantidade de enxofre por quilograma de petrdleo do campo A é superior a do
campo B.
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Exercicio (a) (iii): Teste de Hipoteses para p, - p,
(Variancias Desconhecidas e lguais)

i) 1y < pp? Hipoteses:

Ho:py = pp vs Hy: ply <
& Hy:pq — pp = 0 vs Hy: g — py < 0 (teste unilateral esquerdo).

Estatistica de teste:

(Yl _Yz) = (11 — H2)o

T = J ~ tn1+n2—2=10+8—2=16'

Estatistica de Teste:

(ny, — 1)512 + (n, — 1)522 l+ l
nq + Ny — 2 n, Ny

Como a estatistica de teste é a mesma da alinea anterior, t,,s = 2,7255.

Pelatabelaty yn,-2;1-a = t16;0,90 = 1,337. e "™ S
Logo, R.A.:]—1,337; +o[ e R.R.:]—c0; —1,337]. Decisao (pela regiao de rejeicao):

Como t,,s € R. A. ndo rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significancia de 10%, ndo existe evidéncia
estatistica de que, em média, a quantidade de enxofre por quilograma de petrdleo do campo A seja
inferior a do campo B.
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Exercicio (b): Teste de Hipoteses para p, - p,
(Variancias Desconhecidas e lguais)

b) valor p = P(Rejeitar Ho|H, € verdadeira) = P(Zyps € R. R. |1t = o). Decisao (pe[a valor-p):

i) valorp =2 x P(T 2 |toys|) = 2 x P(T = 2,7255) = 2 x (1 — P(T < 2,7255))
=2 x (1-0,9925) = 0,015.

A hipétese Hy: uy = 5 é rejeitada para niveis de significancia superiores ou iguais a 1,5%. Logo, para
um nivel de significancia de 5% existe evidéncia de que o teor médio de enxofre no campo A é diferente
do campo B, mas para 1% essa afirmacdo ja ndo pode ser sustentada. Repare-se que o valor p
calculado é o valor indicado no quadro de resultados do SPSS anteriormente apresentado.

valorp = P(T = typs) = P(T = 2,7255) =1 — P(T < 2,7255) = 1 —0,9925 = 0,0075.
Alternativa, com base no valor-p bilateral calculado na alinea i): substituindo em H, y; e p, porX; e
X,, respectivamente, X; — X, = 109,6 — 105,75 > 0 da uma proposigdo verdadeira. Logo,

0,015
valor-pyni = — = 0,0075.

—

A hipétese Hy: uy < u, € rejeitada para niveis de significancia superiores ou iguais a 0,75%. Assim,
para qualquer nivel de significancia sensato/usual (< 10%) existe evidéncia de que o teor médio de
enxofre no campo A é superior ao do campo B.

iii) valor p = P(T < typs) = P(T < 2,7255) = 0,9925.
Alternativa, com base no valor-p bilateral calculado na alinea i): substituindo em H, i, e p, porX; e
X,, respectivamente, X; — X, = 109,6 — 105,75 > 0 da uma proposicdo falsa. Logo,
0,015

valor pypi =1 — — = 0,9925.

A hipdtese Hy: 1, = p, é rejeitada para niveis de significancia superiores ou iguais a 99,25. Assim,
existe ndo existe evidéncia de que o teor médio de enxofre no campo A seja inferior ao do campo B.
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34. Dois programas de alimentacdo de gado bovino sdo comparados. A varidvel aleat6-
ria X representa o aumento de peso (em kg) de um animal alimentado segundo o

programa 1, durante um més, enquanto Y traduz o aumento de peso (em kg) de um
animal alimentado segundo o programa 2, durante igual periodo de tempo. Sabe-se
que X ~ N(u,,07) e Y ~ N(i,,07), e que as varidveis sdo independentes.

Um grupo de 8 animais foi submetido ao primeiro programa durante um més, tendo-
-se obtido

Yo x =416e Y x7 =21807.

Outro grupo de 10 animais foi submetido ao segundo programa durante um més,
tendo-se obtido

Yy, =d68e Yy =22172.

a) Teste, ao nivel de 0.05, a igualdade entre as varidncias.

b) Teste, ao nivel de 0.05, a igualdade entre os valores médios supondo varidncias
iguais.

c) Teste, ao nivel de 0.05, a igualdade entre os valores médios supondo variancias
diferentes.

d) Qual dos procedimentos adoptados nas alineas anteriores, para testar a igualdade

de médias, lhe parece mais adequado?



Testes de Hipoteses para 1, - p,
(Variancias Desconhecidas e Diferentes)

Hipoteses, Estatistica de Teste e Decisao
(Amostras Independentes)

100



Para um estudo sobre a caracterizagao da altura da populagdo portuguesa, foi recolhida uma amostra de
1861 pessoas, com as seguintes caracteristicas: (conjunto de dados semelhante ao disponibilizado no
Capitulo 12, mas com uma amostra de maior dimensao):

Group Statistics

Sexo N Mean Std. Deviation
Altura Masculino 853 168,46 7.617
Feminino 1007 158,48 6,652

Supondo a Normalidade das distribuigdes e assumindo que as variancias populacionais sdo desconhecidas e
diferentes, verifique se se pode considerar que as alturas médias dos homens e das mulheres sdo iguais, com
95% de confianga.
a) Suspeita que em média a altura dos homens nao é igual a das mulheres. Teste esta hipotese ao nivel
de significancia de 5%.
b) Calcule o valor p associado ao teste da alinea anterior.
c) Teste a hipétese de a média da altura dos homens ser superior a das mulheres, ao nivel de
significancia de 0,5%?
d) Determine o valor p associado ao teste anterior.
e) Ao nivel de significancia de 2,5%, pode-se afirmar que em média a altura dos homens é superior a
das mulheres?
f) A partir de que nivel de significancia é rejeitada a hipotese do teste anterior?
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Exercicio (a): Teste de Hipoteses para p, - j,
(Variancias Desconhecidas e Diferentes)

Sejam:
* X; av.a. que representa a altura dos homens,
* X, av.a. que representa a altura das mulheres,
comX; ~N(u, =?; 0, =?) e X, ~ N(ip = ?; 5, =7), mas ai # o%.

n, = 853, x; = 16846 e s, =7,617,
n, = 1007, x, = 158,48 e s, =6,652.

. o a) a=5%,uy # u1,?
L]
Hipoteses: Hot pa = pz vSHa: iy # iy
< Hy:py — 1z = 0vs Hy: gy — pp # 0 (teste bilateral).

Estatistica de teste:

2
63

’ . ()_(1 - E2) = (= Hz2)o - [ n Ny
E iIstica de Teste: r= ~ ty, onde v = e |
S . o) e®

(168,46 — 158,48) — 0

Lops = = 29,816.
7617 6,652
853+ 71007
(7,6172 +¢3,¢3522)2
v= 853~ 1007 = [1705,6] = 1705.

Tl 1 (7e172)? 1 (6,652%)°
853—1(853)+1007—1(1007) e e e
Pela tabelat, ,_« = fi705,0075 = 196 Decisao (pela regiao de rejeicao):

Logo, R.A.:1-1,96; 1,96[ e R.R.:]—00; —1,96] U [1,96; +co[.

Como teps € R.R. rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significancia de 5%, existe evidéncia estatistica de
existe diferenga significativa entre as médias das alturas dos homens e das mulheres.
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Exercicio (b): Teste de Hipoteses para p, - p,
(Variancias Desconhecidas e Diferentes)

Decisao (pela valor-p):

b) valorp = 2 x P(T = |topsl) = 2 x P(T > 29,816) = 2 x (1 — P(T < 29,816))
~2x(1-1)=0.

Logo, aos niveis usuais de significancia existe evidéncia de que a média das alturas dos homens difere das
mulheres. Repare-se que o valorp calculado é o valor indicado no quadro de resultados do SPSS
anteriormente apresentado.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio (c): Teste de Hipoteses para , - p,
(Variancias Desconhecidas e Diferentes)

c¢) a=05%, u; > uy?

Ho: py < pp vs Hy: iy >
© Hy:pqy — pp < 0ws Hy: pg — pp > 0 (teste unilateral direito).
Estatistica de teste:

Al
> (?1_?2)_(#1_#2)0 ° (n_1+n_2)
Estatistica de Teste: [ ~ Ly, onde v = N —|
sz 82 1 (5_1) 41 (S_z)
ﬁ+é n, — 1\n, n, — 1\n,

Como a estatistica de teste € a mesma da alinea anterior, t,,; = 29,816 e v = 1705.

Pela tabela tv: 1—a — t1705;0395 = 2,576. R e IR
Logo, R.A.: |—o0; 2,576[ e R.R.: [2,576; +oo]. Decisao (pela regiao de rejeicao):

Como t,ps € R.R. rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significancia de 0,5%, existe evidéncia estatistica de
gue, em média, os homens sdo mais altos do que as mulheres.
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Exercicio (d): Teste de Hipoteses para p, - p,
(Variancias Desconhecidas e Diferentes)

Decisao (pela valor-p):

d) valorp = P(T = t,ps) =P(T 229816)=1—P(T<29816)~1-1=0
Alternativa, com base no valor-p bilateral calculado na alinea i): substituindo em H, i, e u, por x; € X5,
respectivamente, X; — X, = 168,46 — 158,48 > 0 d4d uma proposi¢do verdadeira. Logo,

valor pyni = 5= 0.

A hipétese Hy: puy < 1, € rejeitada para niveis de significancia de aproximadamente 0. Assim, para

qualquer nivel de significancia sensato/usual (< 10%) existe evidéncia de que em média os homens sdo
mais altos do que as mulheres.
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Exercicio (e): Teste de Hipoteses para , - p,
(Variancias Desconhecidas e Diferentes)

Ho:py 2 pp vs Hyz iy < iy
© Hy:uy — pp = 0vs Hy: py — pp < 0 (teste unilateral esquerdo).

e) a =2,5%, u, < p?

Estatistica de teste:
2
G

s e X, —X — (U1 — H2)0 - n n
Estatistica de Teste: T=( 1= X) = ~ ty, onde v = 1 T

2 2
s D) vl
S—1+S—2 nl—l(nl) +n2—1 n,

ng Ny
Como a estatistica de teste é a mesma da alinea anterior, t,,; = 29,816 e v = 1705.

Pela tabela t‘l.?; 1—a — t1705;0.975 = 1;96
Logo, R.A.:]-1,96;+x[ e R.R.:]—; —1,96].

Decisao (pela regiao de rejeicao):

Como typs € R.A. ndo rejeitar H,. Portanto, ao nivel de significancia de 2,5%, ndo existe evidéncia
estatistica de que, em média, a altura dos homens seja inferior a das mulheres.
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Exercicio (f): Teste de Hipoteses para p, - j,
(Variancias Desconhecidas e Diferentes)

Decisao (pela valor-p):

f) valorp = P(T <t,ps) = P(T <£29,816) = 1.
Alternativa, com base no valor-p bilateral calculado na alinea i): substituindo em H, y; e u, por x; e X5,
respectivamente, x; —x, = 168,46 — 158,48 > 0 da uma proposicao falsa. Logo,
0

valorp,,; ® 1 — 7= 1.

A hipétese Hy: pq = U, é rejeitada para niveis de significancia de aproximadamente 1. Assim, para qualquer
nivel de significancia sensato/usual (< 10%) nédo existe evidéncia de que em média a altura dos homens seja
inferior a das mulheres.
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34. Dois programas de alimentacdo de gado bovino sdo comparados. A varidvel aleat6-
ria X representa o aumento de peso (em kg) de um animal alimentado segundo o

programa 1, durante um més, enquanto Y traduz o aumento de peso (em kg) de um
animal alimentado segundo o programa 2, durante igual periodo de tempo. Sabe-se
que X ~ N(u,,07) e Y ~ N(i,,07), e que as varidveis sdo independentes.

Um grupo de 8 animais foi submetido ao primeiro programa durante um més, tendo-
-se obtido

Yo x =416e Y x7 =21807.

Outro grupo de 10 animais foi submetido ao segundo programa durante um més,
tendo-se obtido

Yy, =d68e Yy =22172.

a) Teste, ao nivel de 0.05, a igualdade entre as varidncias.

b) Teste, ao nivel de 0.05, a igualdade entre os valores médios supondo varidncias
iguais.

c) Teste, ao nivel de 0.05, a igualdade entre os valores médios supondo variancias
diferentes.

d) Qual dos procedimentos adoptados nas alineas anteriores, para testar a igualdade

de médias, lhe parece mais adequado?



Obrigada!

Questoes?
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